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Capitolul 1
GRUPURI

1.1. Lege de compozitie interna. Parte stabila

Definitia 1. Fie o multime nevida M. Se numeste lege de compozitie (internd) pe M
(sau operatie algebrica pe M sau operatie binard pe M) o aplicatie /: M x M — M.

Elementul corespunzitor cuplului (perechii) (x, v) prin functia (aplicatia) f se nu-
meste compusul Jui x cu y (in aceastd ordine!) si se noteaza cu f((x, v)) sau, mai sim-
pluf(x, v).

Observatie: Pentru legea de compozitie se folosesc diverse notatii: aditiva (x + y);
multiplicativa (x - y);xepy;x Lyix Tyix vy x Ay x Ay x @ y; x & y ete.

Definitia 2. Fie legea de compozitie /: M x M —> Msi H c M, H# &. Multimea H
se numeste parte stabild a lui M in raport cu legea f daca pentru orice x, y € H avem
f(x,3) € .

Restrictia functiei fla H x H se numeste lege de compozitie indusa de f pe submul-
timea f.

Exemple. 1. Adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie pe N, Z, O, K, C,
AT, AR, A(D).

2.Fie A=, F(A)={g: A —> A}. Aplicatia f: F(A4) x F(4) > F(A), f(g. hy=g-°
h este lege de compozitie pe F(A).

3.Fie d =, P(4)={X| X 4}. Aplicatiile f, g : P(4) x P(A) —> P(A), f(X, Y) =
=X Y g(X, Y)=Xn Ysunt legi de compozitie.

4. Scaderea pe IV nu este operatie algebrica. impartirea pe N" si Z° nu sunt operatii
algebrice.

5. Daca avem M multime finitd (m = {a1, a2, ..., an}, 1 € N n>2, legea de com-
pozitie poate i datd prin tabla operatiei (tabla lui Cayley), astfel:

. ) a? a; da,
a | aqyeay aedr ... di1cd;, ... di°ody
ay | eay aody .. d2°d; ... d2°dy
M

a; | diedy dicary ... dpodi ... di°dy
M

ay | dnea@ apedr ... Gpod; ... Gy©dy

6. Operatiile pe M = {a1, a>, ..., a,} sunt functii /2 M x M — M. Atunci numarul

functiilor definite pe o multime cu #° elemente intr-o multime cu » elemente este 7" .

Pentru M= {0, 1} avem 16 operatii algebrice date de:

~
J



H 40 1 2y abegl 3T o1 sy (01 6)v[0 1
010 0 0710-0 0100 010 1 0(0 1 010 1
110 0 110 1 11 1 110 1 1110 111

7y (01 8 o1 9=/o1 100o]0 1 11) [0 1 12) [0 1
ol1 0 01 1 0[1 0 0[1 0 01 1 0(0 0
00 1 111 1o 1 10 o 0[1 0 1|10

13) o1 14 o1 15 |01 16) |01
0o 1 0[1 0 11 0f1 1
1{0 0 1/1 0 110 1 110 0

Probleme rezolvate

) Mo Xx—-y,x23,y<2 )
1. Fie M=1{1,2,3,4} siaplicatia f(x,y)= . Este flege de compozi-

X+|x—y/|, in rest

tie?
Solutie. Avem tabla operatiei:
|1 2 3 4
1{1 2 3 4
2 ' 3 2 3 4
3121 3 4
413 2 5 4

Deoarece f(4,3) =5 ¢ M, fnu este lege de compozitie.

2.Fie M=[3;5]sixoy=xy—4x—4y+ 20,V x,y € M. Demonstrati cd ,,o” este lege

de compozitie pe M.
Solutie. Fie x,y € [3,5]. Avemx—4 € [-1, 1];yv—4 e [-1, ] sideci (x —4)(y — 4) €
€ [-1,1].Cumxoy=(x—4)y—4)+4, atunciavemx oy € M.

3. Demonstrati ¢i inmultirea matricelor pe M este lege de compozitie, unde:

fx 0 1-x |
M=44x)=] 0 0 0 IXER\{:} .
I-x 0 «x -

| x 01 —x) y 0 l~y\l
Solutie. Fiex, y € R\ {5} Avem A(x)- A=, 0 0 0O | 0O O 0 |=
1-x 0 «x J -y 0



1420 -x-y 0 =@y -x-V)
S 0 0 0 =A(2xy—x—y+1) . Trebuie demonstrat ci
~(2xy—x-3) 0 14+2xy—x—y

1 1 1
1+2xy—x—yeR\ {ll Dinx, y € R\ {—} avem Z(x——j(y——) # 0, de unde
2) 2 2 2

1
rezultd cd 2xy —x—y+1# 5

4. Fie H = {x+y\/—2— |x,yeQ,x* -2y° = 1} . Demonstrati ca [{ este parte stabila infi-
nitd a lui K in raport cu inmultirea.

Solutie. Fiex,y,a, b € Q,cux’—2)* =1, a - 2b"=1. Avem:

t= (x +y\/§)(a +b\/§) =(ax+2by) +(ay+ bx)x/a Cumax +2by € Q,ay + bx € Q
si (ax +2by)’ — 2(ay + bx)* = a*x® + 4b%7 — 2d4V - 2h7 = (@' - 260 (x* — 2y7) = 1
rezultd 1 € H. Observam ca x:3+2\/§ e H. Atunici X, x°, ..., x" € H, unde n € N".
Cum {x" | n € N'} = A este infinitd si A < [, avem H infinita.

g

. - m m .
5. Relatia Q x @ — (—~, E} S 79y este lege de compozitie. Pentru perechea
noq np

1 a -2
(—, —j nu avem corespondent in {J, deoarece — ¢ (.
32 3-0

Observatie. Dacd existd perechi (x, y) € M x M pentru care x o y nu este definit sau
x oy ¢ Msau x o ynu este unic determinat, atunci relatia ,,o” nu este functie (si deci
nici lege de compozitic pe M).

6. Muitimea H = {43, +2, +1} nu este parte stabilad a lui Z In raport cu inmultirea. De
exemplu,3 e H,-2 e H,dar3-(-2) ¢ H.

7. Fie a € R si legea de compozitie x o y = xy + 4x + 4y + a pe R. Determinati a, astfel
incat H = (-4, o) sa fie parte stabila a lui R 1n raport cu legea de compozitie ,,0”.
Solutie. Fie a € R pentru care H este parte stabila a lui R in raport cu legea de compo-
zitie ,,0". Pentru yy € (-4, o) fixat rezultd ca x o yy = xyo + 4x + 4yo + a > —4 pentru

orice x > —4. In particular, avem lim (xyo + 4x + 4y, + a) > -4 si deci a > 12. Reciproc,
x->—4

flea>12,x,ye H Atuncixoy=(x+4)(y+4)+a—-16>a-16212-16=-4.

8. Determinati toate partile stabile finite ale lui € in raport cu adunarea, respectiv in-
multirea.



Solutie~Fie H parte stabild finita a Tui *J in raport cu inmultirea si fie ¢ € H. Prin
inductie rezulti“ca ¢’ e pentru orice 77 € 1MN°. Cum H este finita, rezulti ci existi
p.q € ', p>q. astfel incat @ = a. Atunci & = 1 si deci a € {1, 0}. Avem deci
H < {£1, 0}. Partile stabile sunt {0}, {1}, {—1, 1}, 10, I, -1}. Pentru adunare rezulti
na € H pentru orice n € 1. Cum H este finita, rezulta ca exista p, ¢ € 1", astfel incat

pa=qga<=(p-—qg)a=0<a=0.0btinem H={0}.

Probleme propuse

1. Determinati numarul operatiilor algebrice definite pe M= {0, 1}.

2. Justificati de ce impdrtirea nu este operatie algebrica
I

pe tiecare din multimile

¥ e -

K,

5 Ly Ny

3. Justificati de ce adunarea, scaderea, inmultirea si impartirea nu sunt legi de compo-
zitie pe multimea numerelor irationale.

4. a) Demonstrati ca pentru orice ¢, b € F avem:
a+b+la-b| a+b—|a-b|
2 2 '
b) Pe care din multimile W, Z, (2, B, C,  max” si ,,min” sunt legi de compozitie?

max(a,b) = , min(a,b) =

5. Demonstrati ¢a ,.o” este lege de compozitie in cazurile:

aAyM=@G, o), xoy=xy—3x-3y+ 12;
c)M=1[4,6],xoy=xy—5x—5y+30;

X4y
e) M:(ila 1)‘,X0)ﬁ: Xty :
1+Xy
xy—2
g)M:(*OOal),,\’oy:_)‘ﬁ;
X+y—>5

b) M=[2,0),xey=xy-2x-2y+6;
d) M=(6,8),x oy =xy—"Tx— Ty +56;

|
hy M=R\{l},xoy= ;(] +x+y—xp)

6. Demonstrati ¢i Inmultirea este lege de compozitie pe multimile:

(1+5a 10a 1
ay M= la>07¢;
(4a1~% |
a 0 a\
AOM=30 b 0|labeR;:
a 0 a

a
bi

e)M—{( 0 }|a,beR};
a+ bi

M+2a  a )
by M= la>-1;;
—2a l-a
Iﬂ 1 a 2a +2a ]
d)yM=+]0 1 4a laeR¢;
l 00 1 l

X

iy
’ Wx,yeR,xzﬁLyz¢O}‘
Fx

o

6



7. Studiati-dacd multimead este parte stabila-pentru (C, -):
M=z e Ojth= I byM={zeC|lZ=1};
OM={zel|2=2}; DM={zeCllz-1]=1}.
8. Demonstrati ¢ ,,o” este lege de compozitie in cazurile:
J a b
a)M=1b la,beR,a#0;;4AcB=AB + BA,
a

b) M=GQ\ {2};xop=x+y+ %}

A M=[0,al,a>0;xop= "1 &) M=(0,0)\ {1},x0p=x""
X
_ _4x—4
fM=(1,2);xoy= 22X+,
2xy—3x-3y+5
1 00
gy M=<A(x)={1 0 0||lxeZ, x impar.
x 1 1

9. Demonstrati ca M este parte stabila a lui (. 74(F), -), unde M ={4" [ n e N} in ur-
mitoarele cazuri:

0 1 0) 0 0 1 60 0 0
a) A=|0 0 1; b) A={1 0 0}; c) A= 0 0 -1].
00 OJ 010 -1 0 0

10. Fie M  C astfel incat 4 = {z € C| |z] = 1} < M. Stiind ca M este parte stabild fafd
de adunarea numerelor complexe, demonstrati ca B M, unde B={a + bi|a, b e Zj.

11. Fie g € R si legea ,,0” definitd pe R prinx e y =x + y —xy — a(x + y) + a. Determi-

El

nati a astfel incat H = (0, 1] sa fie este parte stabila a lui R in raport cu legea ,,o”.

12. Pe R este definitd legea x o y = xy — x — . Demonstrati cd R\ € si Q\ Z nu sunt
parti stabile ale lui (R, o).

13. Determinati partile stabile finite ale lui R in raport cu adunarea (respectiv inmulti-
rea) pe R.

-3

4
14. Se considera matricea 4 :(3 j siM={x=ad +bh|x,y e Z}.

7



a) Demonstrati ¢a B4 este parte stabila a'lui'(. Z4(Z), -).
by Demonstrati‘ca exista a,, b,-& # astfel incat 4" = a,4 + b,b.

- . P 0, a+be2Z+1 ] )
15. Pe Z definim legea ,,o” prin g o b = . Calculati 4 =(a o b) o ¢ si
I, a+be2Z

B=ac(boc),undea, b,c e Z.

16. Determinati tabla legii de compozitie in cazurile:
a) M= {0,1,2,3}, x o y=restul impartirii lui x - y la 4;
b) M=1{0,1,2,3,4}, x oy =restul Impartirii lui x + y la 5;
¢) inmultirea pe Uy = {z € C|z'=1};
d) a este plan, 4, B € a, A # B, d = AB, m este mediatoarea lui (4B), iar O este

mijlocul lui (4B), M = {14, Su, Sw, So}, unde 1, este aplicatia identica a planului, iar
celelalte sunt simetriile fata de d, m, O.

17. Definitie. Fie d € 7 — {0, 1}. Numdrul d se numeste intreg liber de pdtrate daci nu
este divizibil cu patratul niciunui numar prim.

Notim Z[V2]={a+bv2|a,b ez} si Q[V2]={a+bv2|a beq}.

a) Determinati intregii liberi de patrate din mulfimea 4 = {—1, £2, +4, +6, +8, +12,
+15}.

b) Demonstrati ca Z[\/ﬂ sl @[\/E] sunt pérti stabile in (B, +) si in (R, ).

. : ks A , 1 , 1
18. Fie M= {/i, o, s, fa}, unde fi : ™ — R, fi(x) = x, H(x) = —, filx)=—x, fa(x) =——,
X x
iar ,.o” este compunerea functiilor. Stabiliti tabla legii de compozitie.

19.Fie r e {0, 1}, H,=27+r= {2k +r|k e Z}. In ce caz H, este parte stabila a lui Z
in raport cu adunarea, respectiv inmultirea?

20. Definim pe R legea de compozitie x o y = xy — 3x — 5y + 17. Multimile © — Z si

F.— € sunt parti stabile ale lui R in raport cu legea ,,0”?



1.2. Asociativitate. Comutativitate

Definitie. Fie legea de compozitie /: M x M — M.

Legea f'se numeste comutativd daca f(x,y) = f(v.x), V x, vy € M.

Legea f'se numeste asociativd dacd f(f(x, ), 2)) =f(x, f(,2), V x,y,z € M.

Pentru notatia aditivi: x + y=y +x; (x + y) +z=x + (3 + 2).

Pentru notatia multiplicativa: xy = yx; (xy)z = x(yz).

Exemple. 1. Adunarea si inmuitirea pe I, Z, O, &, C sunt asociative i comutative.

2. Adunarea pe . #,(R) este comutativa si asociativa.

3. Inmultirea pe . #,(C) este asociativa, dar nu este comutativa.

4. Sciderea pe Z, J, R, C nu este nici comutativa, nici asociativa.

Observatil. 1. Daci /: M x M — M este lege de compozitie comutativd pe mulfimea
M si H © M este parte stabil a lui M in raport cu legea £, atunci operatia indusa pe H
de legea feste comutativa (spunem cd proprietatea de comutativitate este ereditard).

2. Daca multimea M este finita, comutativitatea operatiei f pe M poate fi verificata
pe tabla legii de compozitie. Legea este comutativa daca tabla legii este simetrica fata
de diagonala principala a acesteia, adica de f (a1, a1). f (a2, a2), ..., f(an, an).

3. Dacd x1, 12, ..., X» € M sunt elemente permutabile doua cate doud si legea este
notata multiplicativ, atunci produsul x1 - x2 - ... - x, nu depinde de ordinea factorilor.

. X Xy et X,
Pentru orice permutare 6 € Sy avem xj - Xz - ... - x, = ) "7 ot Avem (xy)' =

1.

=x"y", ¥V n e N, daci xy = yx, respectiv n(x + y) =nx + ny. S-anotat mx=x+x+..+x,
- —  —
17 0m
respectiv x" =x-x-...-x.
%/.—_/
norn

4. Proprietatea de asociativitate este ereditara (daca f este lege de compozitia asoci-
ativi pe M si H M este parte stabild a lui M'in raport cu £, atunci si legea indusa pe /

de feste asociativd: aj o aao .. oap=aio(@moazo...oa) =(ameac...o Ani1) © Qn;
aleao...oan=(aoamoaso...oar) o (A © A2 ° ... °0dn).

5. Daca legea f este neasociativd pe M si H — M este parte stabila a lur M in raport
cu £, nu rezulta in mod necesar ca legea indusa de f pe  este neasociativa.

Exemplu: M= 7., legea este scaderea, H = {0}.

6. Este posibil ca legea de compozitie pe M sa nu fie comutativa, dar legea de com-
pozitie indusd pe o multime / < M sa fie comutativa (vezi exercitiul rezolvat 10).

7. Definitie. Fie ,,1” si ,,o” doud legi de compozitie pe aceeasi multime M. Spunem
ca legea ,,1” este distributiva la stanga fata de operatia ,,o” dacé pentru orice x, y, z €
Mavemx L (yoz)=(x Ly)o (x Lz), respectiv distributiva la dreapta fatd de operatia
woldacd(yoz) Lx=(yLlx)e(zLlx),Vx,yzeM

Observatie. Daci legea ,,1” este comutativd, atunci distributivitatea la stanga se
identifica cu distributivitatea la dreapta.



Exemple: 1.\ inmulfirea este distributiva fata de adunare pe fiecare dintre multimile
NAZRC, R S 4 L)

2. Fie M # . Pe A M), reuniunea (intersectia) este distributivi fata de intersectie
(reuniune): AN (BU O)=(A4 N B) U (4 NCRAUBNC)=(AUB) N (AUC).

3. Adunarea nu este distributiva fata de inmultire pe fiecare din multimile IV, 7, Q,
R, C, #/(0).

Probleme rezolvate

1. Fie o multime M # & avand card M=n (n € N, n > 2). Determinati numarul legilor
de compozitie comutative definite pe M.
Solutie. Legea este comutativa daca tabla legii (tabla lui Cayley) este simetrica fata de

diagonala principala. Trebuie determinat numirul elementelor g, o ayunde 1 <i<j<np.

n(n+1)

Avem 1 +2+ ... +n= asemenea elemente. Din numarul total n” de legi

mn+1)

avem n 2 comutative.

2. Dati exemple de legi definite pe multimi finite:
a) comutativa, care nu este asociativ;
b) asociativa, care nu este comutativi.

Solutie. a)

a)(boa)eca=eca=a,bo(aca)=boa=c.

3. Determinati a, b, ¢ € R, stiind ci legea ,,o” definita pe Rprinxoy=ax + by + ¢,
x,y € E, este comutativa si asociativa.

Solutie. Avemxoy=yox,Vx,ye Reoa+by+e=aytbr+ce,Vx,yeRo
<a=b.Fiex,y,z e R Avem(xoy)oz:azx-Faby+bz+ac+c$ix0(yoz):

=ax +aby + b’z + bc + c. Legea este asociativi daci si numai dacd @’ = a, b* = b si
ac = bc. Tripletele (a, b, ¢) pentru care legea este asociativd sunt 0,0, ¢), (1, 1, ¢),
(1,0,0),(0, 1, 0). Legea este comutativa si asociativa in cazurile 0,0,¢0)s1(1,1,¢).

[ a 0 a
4.Fie M=34(a)=|0 1 allaeR ;.
] a 0 a J

a) Demonstrati ca ,,””” pe M este asociativa si comutativa.
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32VME BY

b)Y Rezolvati ecuatia A(a)=| 0-1~'0"|,unde a € Z.
\32 0 32
2ab 0 2ab
Solutie. a) Avem A(a)-A(b)= 0 1 0 |=4(2ab). Cum AQ2ab) = AQQba) =
2ab 0 2ab

= A(b) - A(a) = inmultirea pe M este comutativd. Deoarece ., pe . /#(R) este asocia-
tivd si M . #4(R), rezultd ca inmultirea pe M este asociativa. Altfel, avem:

(A(b) - A(b)) - A(c) = (A(2ab)) - A(c) = A2 - 2ab - ¢) = A(4abc) = A(2a - (2bc)) = A(a) -
- A(2be) = A(a) - (A(b) - A(c)), ¥ a, b, c e K.

b) AXa) = AQ2d), Aa) = AQ2a’) - A(a) = A(2* - @). Prin inductie rezultd 4"(a) =
= A(2"'a"). Avem A'(a) = A(32) = 2"'d" = 32; (2a)" = 64 = (£2)°. Pentru (n, a) avem
solutiile (6; +1); (3; 2); (32; 1).

5. Pe I se defineste legea de compozitiex oy =xy +ax +ay +b,a,b € k. Determinati:

a) a si b, astfel incét legea sa fie asociativa;
b) x,=xo0x0..oX,n € N, in conditiile de la a).
N °

Solutie. a)A:(xoy)oz:(xy+ax+ay+b)oz:(xy+ax+ay+b)-Z+a(4,\y+ax+
+ay+b)+az+b:xyz+axy+axz+ayz+bz+a2x+a2y+ab+az+b:xyz+axy
tayzt+axz+ax+dytaztbzrab+bB=xc(yoz =xo(yz+aytaz+b)=
=x-(yz+ay+az+b)tax+taQztay+az+b)+b=xyz+axy tayz +axztar+
+ by +dy+adz+ab +b. AvemA =B,V x,v,ze R (@ —a-b)x-2)=0,Vx,z e
e R b=d*—a. Inacest caz avemx oy = xy tax+tay+a—a=x+a)y+a)-a
b) Avem x2 =x o x = (x + @)” — a. Presupunem P(n): x, = (x + a)" —a. Avem P(n + 1):

atl

Y1 =xsox=[(x ta)'—alox=[(x ta)'—a+tallx+a)-a=x+a) a.

6. Determinati relatiile dintre a, b, ¢ € R, dacd relatia definitd pe K, x o y = xy + ax +
+ by + ¢ este asociativa.

Solutie. Fie A= (x o y) oz =xyz + axy + axz + byz +ax+aby+(hbte)ztactce,B=
=xo(yoz)=xyz+axy + bxz+byz+(a+c)x+aby+ b’z+ac +c. Avem 4 = B,
VX, ¥,z eP;<:>axz+a2x+(b+c)z+ac:bxz+(a+c)x+b22+bc<:>a=b,a2=
—a+ce.bP=b+c,ac=bcea=b,c=a —a Legeadevinexoy =xy +ax +ay+
+a*—a=x-a)y+a)ta.

7. Verificati ca legea definita pe R, pentrua € R, prinx oy =xy —ax—ay + a—-a=

= (x — a)(y — a) + a este asociativa.
Solutie. Se inlocuieste a cu —a 1n exercitiul 6.
11
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8. Pe M= (<0, 1) definimx o y = g - Demonstrati ¢ ,,o” este lege de compozi-
Op Sy,

tie comutativa si asociativa.
Solutie. Fiex,y e M< x <1,y < 1. Atunci x ty<2,deci3—x—-y>0. Avemxoy<

5 xy—<1<:>2~xy<3—x~y<:>xy~x—y+1>0c>(x—1)(v71)>0
—x—y

(adevdratd, deoarece x — 1 <0,y — 1 < 0). Avem deci , o7 lege de compozitie. Deoarece

<l&e

. 2—xy .
Xty=y+txxy=y,Vy,yeR rezulticixoy= 3‘) =yozsllegea,o” este
—

2_i—xy

3—x—y.z_ Xyz=2x-2y-2z+6

comutativd. Fie 4 = (x o y) 0 z = = .
3__2—3{}’7_7 xy+yz+zx—-3x-3y-3z+6

3—x-y
Cum expresiile £ =xyz—2(x + y + 2) + 6 §i E» = (y +yz+zx)=3(x +y +2)+ 6 sunt

. . E ) ) . .
simetrice i x, y, z, avem B =x o (y o z) = -E—J ,deci 4 = B, adica legea ,,o” este si asociativa.

2

)

9. Pe intervalul G = (-a, a), a > 0, consideram legea x o y = &
1+

. Demonstrati ¢a
Xy

N

a

legea ,,0” este comutativa si asociativa.
Solutie. Pentru orice x, y €« G R avemx +y =y + x, xy =yxsidecixoy=yoz,

adica legea ,,°” este comutativa. Observam ci x,y € G < x| <a, | < a, de unde xy > —*

L . xy X+ y 5 _
si deci numitorul 1+ = > 0. Avem L <go ity <at X oy +y? + 2y <
a 1+ l a’
2
a

2 2

) Xy .
<a +2xy-+ —1) SV +at - - V>0 (- N -a’)>0 (adevarat) =
a

2 x+ )
. . . a’(x+y) ) ;17:););
= ,,o” este bine definitd. Avem 4 = (x o y) o z = ————oz=g —
xX+y
a +xy az-l-az- —d
a +xy

_a(x+y+2)+xz

> . Cum expresiile £y = a’(x + y + z) + xyz slEs=a + (xy + yz + zx)
a +xy+yz+zx
B

sunt simetrice inx, y, z, avem B=xo (yoz) = E_l = A, adici legea ,,0” este asociativi.
2
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